) Werkstoffmechanik der Kunststoffe

Betrachtungen zur Poissonzahl

Vertiefte Kenntnisse (ber die Poissonzahl als wichtiger Kennwert zur Beschreibung des Verformungsverhaltens
der Werkstoffe und damit auch fir die Berechnung der Bauteile scheinen nicht sehr verbreitet zu sein. Verldssliches
Zahlenmaterial ist noch immer nur begrenzt verfiigbar, so dass sich der Anwender mit Abschétzungen behelfen

muss. Grund genug, einige Aspekte der Poissonzahl genauer zu betrachten.

) Johannes Kunz'

Die Poissonzahl, benannt nach dem fran-
z6sischen Physiker und Mathematiker Si-
méon Denis Poisson (1781-1840), setzt
die Verformung eines Korpers quer zur
Beanspruchungsrichtung ins Verhaltnis zu
seiner Langsverformung (Abb. 1). Sie ist fur
die Berechnungspraktiker ein unverzicht-
barer Werkstoffkennwert — gleichbedeu-
tend wie der Elastizitats- bzw. Kriechmo-
dul.

Blick in Datenbanken und
Fachliteratur

Leider aber — aus Sicht der Anwendungs-
technik — wird die Poissonzahl noch im-
mer nicht systematisch gemessen und
fehlt dementsprechend in den meisten
Datenbanken. Im Campus-Grundwerteka-
talog, der auf DIN EN ISO 10350-1 [1] ba-
siert, ist die Poissonzahl nicht enthalten. In
der Datenbank MatWeb [2] gibt es fur die
Poissonzahl immerhin eine Rubrik; Zahlen-
angaben findet man aber unter den fast
98000 Polymerwerkstoffen nur gerade
bei gut 1700 davon. Warum das so ist,
bleibe dahingestellt.

Erschwerend fur den Anwender kommt
dazu, dass die wenigen in der Fachliteratur
auffindbaren Zahlenwerte der Poissonzahl
z.T. weit auseinander klaffen. Wenn dann
etwa behauptet wird, Abweichungen der
verwendeten Poissonzahl-Werte wirden
sich auf die Berechnungsergebnisse nur
minim auswirken, so ist dies weder hilf-
reich noch generell zutreffend. Insbeson-
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dere bei Verformungsberechnungen ist je
nach Problemstellung mit Einflissen in der
Grossenordnung von bis zu mehreren 10
Prozent zu rechnen. Wird beispielsweise
bei der Berechnung des dinnwandigen
Zylinders unter Innendruck die Poissonzahl
von 0,35 auf 0,4 erhoht, reduziert sich die
Umfangsdehnung um rund 3 Prozent, die
Léngsdehnung dagegen um Uber 30 Pro-
zent.

Unzutreffend und theoretisch nicht be-
grindbar sind auch Aussagen, die Grosse
der Poissonzahl bewege sich bei realen
Werkstoffen zwischen 0,3 und 0,5, wobei
der untere Wert die Grenze linear-elasti-
schen Verhaltens markiere. Es gibt isotro-
pe Werkstoffe mit linear-elastischem Ver-
halten und Poissonzahlen um 0,2 oder
darunter, wie z.B. technische Glaser [3].
Beim kritischen Blick in die Fachliteratur
fragt man sich auch, warum die inter-
national genormte Bezeichnung «Poisson-
zahl» oder allenfalls «Querkontraktions-
zahl» und das Symbol «u» nicht durchwegs
verwendet werden [4]. So begegnet man
nach wie vor dem Symbol «v» sowie Be-
griffen wie Querzahl, Querdehnzahl oder
auch Poissonsche Konstante, welch letzte-
res sie wegen ihrer diversen Abhéngigkei-
ten definitiv nicht ist.
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Definitionen und
Bezeichnungen
Fur die nachfolgenden Erérterungen ist es
wichtig, die unterschiedlichen Definitionen
der Poissonzahl auseinanderzuhalten und
mit geeigneten Indizes zu kennzeichnen.
Werden die Dehnungen technisch be-
stimmt, d.h. als Ldngendnderung bezogen
auf die zugehorige Ausgangslange, so gilt
bei Isotropie und mit den Richtungsbe-
zeichnungen von Abb. 1 die Beziehung
g = -2t st M
&1t &1t
als technische Poissonzahl. Sie kann noch
von diversen Einflussgrossen wie Tempe-
ratur, Hohe, Dauer und Geschwindigkeit
der Beanspruchung, Kristallisationsgrad
usw. abhédngen.
Bei Berechnungen mit wahren, differen-
ziellen Dehnungen, z.B. bei FEM-Analysen
mit grossen Verformungen, ist konsequen-
terweise die wahre Poissonzahl
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zu verwenden. Merklich wird ihre Abwei-
chung von der technischen Poissonzahl ab
etwa 5 9% technischer Dehnung &,,. In (2)

Abb. 1: Querkontraktion am einachsig gezogenen Stab (Bilder: IWK).
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ist die technische Poissonzahl g, in ihrer
Abhéngigkeit von der technischen Deh-
nung einzusetzen, wie das weiter unten
mit Beziehung (9) erléutert wird.

Die dehnungsabhéngigen Poissonzahlen
nach (1) und (2) nehmen bei verschwin-
dend kleinen Dehnungen Ubereinstim-
mend den Wert u, an. Dieser kann zur
klaren Unterscheidung als Basis-Poisson-
zahl bezeichnet werden. Er lasst sich fur
den praktischen Gebrauch mit der Pois-
sonzahl gleichsetzen, die aus dem Kurz-
zeit-Zugversuch [4] bei Raumtemperatur
hervorgeht.

Poissonzahl und Steifigkeit
Interessant ist die Erkenntnis, dass sich
die Poissonzahl umso mehr dem Wert
0,5 nahert, je geringer der Elastizitatsmo-
dul ist [5, 6]. Diese qualitative Aussage
scheint nicht nur auf Kunststoffe zuzutref-
fen, sondern grundsatzlich auch auf me-
tallische Konstruktionswerkstoffe. Bei
né&herer Betrachtung von unverstarkten
bzw. ungefillten Thermoplasten zeigt
sich tatséchlich ein Zusammenhang zwi-
schen den Grossenordnungen der Steifig-
keit, reprasentiert durch den Kurzzeit-
Zugmodul E bei Raumtemperatur, und
der Basis-Poissonzahl u, (Abb.2). Diese
Tatsache kann fur die Ableitung einer For-
mel genutzt werden, mit der sich die
Basis-Poissonzahl abschéatzen lasst ge-
madss

1 E
uo(E) = 0,5 ——

18 E* ®)

Darin ist £ "= 1000 N/mm? = 1 GPa der
Bezugs-E-Modul. Dabei muss mit einer
Unschérfe von etwa + 0,02...0,03 ge-
rechnet werden. Eine allféllige Abwei-
chung von der Raumtemperatur als Be-
zugsgrosse wie auch der Einfluss der
Belastungsdauer kdnnen mit einer weite-
ren, friher schon publizierten Né&he-
rungsformel bertcksichtigt werden [7].
Deren Kombination mit (3) fihrt zur Be-
ziehung

1 E E.(t9)
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mit E als Kriechmodul zur Zeit ¢ und d
als aktueller Temperatur.

Die wenigen konkret bekannten Zahlen-
werte deuten darauf hin, dass auch bei
verstarkten und gefullten Thermoplasten
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Abb. 2: Korrelation zwischen den Gréssenordnungen von Elastizitdtsmodul als Steifigkeits-
kennwert und Basis-Poissonzahl ungefillter Thermoplaste bei Raumtemperatur.
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Abb. 3: Technische Poissonzahl von PMMA in Funktion von technischer Dehnung und Tempe-

ratur (Bild: IWK, nach [11]).

die Poissonzahl mit zunehmender Steifig-
keit sinkt. Zur Ableitung einer Naherungs-
formel reicht aber die vorhandene Daten-
basis nicht aus. Immerhin kann pro 10
Gewichts-Prozenten Verstarkungs- bzw.
Fullstoff von einer Abnahme der Poisson-
zahl um etwa 0,01 ausgegangen werden.
So hilfreich solche Néherungen sein kon-
nen, so darf man sich nicht dartber hin-
wegtduschen, dass sie nicht mehr sein
kénnen und wollen als ein Behelf bei Feh-
len genauerer Angaben. Aussagen Uber
ihre Trefflichkeit im Einzelfall sind ohnehin
nicht méglich. Dennoch hat ihre Verwen-
dung gegeniber einer geftihlsméssigen
Daumenpeilung zumindest den Vorteil,

dass die Festlegung der Poissonzahl nach-
vollziehbar ist und dokumentiert werden
kann.

Poissonzahl und

Kompressibilitadt

In der Poissonzahl drtickt sich auch die
Komprimierbarkeit eines Werkstoffs aus,
also dessen Eigenschaft, unter mechani-
scher Belastung sein Volumen zu &ndern.
Allerdings ist die Skala bei der Poisson-
zahl etwas ungewohnlich. Bei isotropen
Werkstoffen reicht sie von u, = 0 bei ma-
ximaler Kompressibilitat bis u, = 0,5 bei
deren Fehlen. Darin nicht enthalten ist
der Sonderfall des auxetisches Verhaltens



[8] mit negativer Poissonzahl, wie es z.B.
bei hochverstrecktem PTFE auftreten
kann.

Ein logischer Kennwert fir die Kompressi-
bilitat &sst sich aus der Volumendehnung
ableiten. Die technische Volumendeh-
nung, also die auf das Ausgangsvolumen
V., bezogene Volumenanderung dV; ist bei
kleinen Dehnungen und linear-viskoelasti-
schem, isotropem Werkstoffverhalten be-
stimmt durch die Summe der linearen
Dehnungen in den drei kartesischen
Hauptrichtungen (Abb. 1). Bei beliebigem
mehrachsigem Spannungszustand mit
0,,>0,,2>0;, ergibt sich als technische Vo-
lumendehnung
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unter Verwendung des nattrlichen Mehr-
achsigkeitsgrades [9] gemaéss

01t + 0, + O
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Das eigentliche technische Kompressibili-
tgtsmass wird in (5) durch den Klammer-
ausdruck
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dargestellt. Dessen Skala reicht von k,= 0
bei Volumenkonstanz bis k,= 1 bei maxi-
maler Kompressibilitat. Diese technische
Kompressibilitat &, ist mit dem Elastizitéts-
modul £ wesentlich mitbestimmend fur
den Kompressionsmodul
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Wie die Erfahrung zeigt, nimmt die Kom-
pressibilitdt mit zunehmender Verformung
eines Werkstoffs ab, bis dieser beim allfél-
ligen Ubergang zum plastischen Verhalten
inkompressibel wird. Dies bestétigt sich
auch in der Zunahme der Poissonzahl in
Funktion der Dehnung, und zwar sowohl
in der technischen Definition als auch in
ihrer wahren Grosse (Abb. 3).

Nun kénnte man auch versuchen, die
Kompressibilitat als wahre Grésse zu be-
stimmen. Dies ist aber in Anbetracht der
obigen Erkenntnisse ein komplexes Unter-
fangen. Damit wird man sich fir die Beur-
teilung der Kompressibilitdt aus prakti-
schen Griinden auf die einfache, technisch
basierte Beziehung (7) stutzen.

Dehnungsabhingigkeit

Den prégnantesten Einfluss auf die Pois-
sonzahl hat zweifellos die Temperatur.
Mit zunehmender Erweichung sinkt die
Kompressibilitdt, d.h. die Poissonzahl
strebt ihrer oberen Grenze zu [10-12]. We-
niger bekannt ist, dass sie — wie oben er-
ldutert — auch von der Dehnung abhangt.
Dieser Einfluss ist aber nicht zu unter-
schatzen. Er macht sich vor allem bei gros-
seren Verformungen bemerkbar, wobei
sich zwei unterschiedliche Phdnomene
Uberlagern.

In erster Linie sind es strukturelle Verande-
rungen, die sich bei Dehnungen oberhalb
des schadigungsfreien, reversiblen Verfor-
mungsbereiches einstellen und die Pois-

0,50 - L,
Ho=0,50 s el ST S O
] .
0,45 A
=
s 040 =————— ‘ =
IS Ho=040 ST . —
& P
nrf 0,35
o =030 | | T i L
i B e i
0,25
T x
0
o 2,0 4.0 6.0 8.0 10,0
Technische Dehnung [%]

Abb. 4: Wahre und technische Poissonzahl in Funktion von Basis-Poissonzahl und technischer

Dehnung.
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sonzahl ansteigen lassen [11, 12] (Abb.3).
Sie betreffen die Konformation der Makro-
molekile und den Ordnungszustand des
Gefliges. Als Begriindung hierftr wird die
Zunahme von grossréumigen Platzwechseln
des Hauptdispersionsgebietes wéhrend ei-
ner Verformung angeftihrt, mit der ein star-
ker Anstieg der Querkontraktionszahl zu
volumenkonstanter Verformung verbunden
ist. Diese Anderung erfolgt nach Frank [11]
erst, «wenn die volumenkonstanten visko-
elastischen Verformungsanteile eine gewis-
se Grosse erreicht haben und sich ein vis-
koser Verformungsanteil bemerkbar macht.»
Oder anders ausgedrtickt: Im reversiblen,
schadigungsfreien Verformungsbereich ist
die Poissonzahl mehr oder weniger kons-
tant, ab einer werkstoffcharakteristischen
Grenzdehnung [13, 14] steigt sie bei abneh-
mender Kompressibilitét kontinuierlich an.
Duktile Werkstoffe sind im vollplastischen
Zustand inkompressibel.

Der zweite Effekt ist rein geometrischer
Art. Denn grossere Dehnungen bewirken
geometrisch bedingt eine gewisse Abnah-
me der Poissonzahl, was sich vor allem bei
der technischen Poissonzahl bemerkbar
macht. Dies mag etwas erstaunen, ldsst
sich aber anhand einer einfachen Uberle-
gung zeigen. Bei einachsigem Spannungs-
zustand berechnet man unter der Annah-
me konstanter Volumendehnung fur die
technische Poissonzahl in Funktion der
technischen Dehnung die Beziehung

1 1+ (1 —=2pp) ey
=—.|1- |— = 707 At 9
e &1t <1 1+ & ) ()

mit u, als Basis-Poissonzahl fir verschwin-
dend kleine Dehnungen. Da bei vollplasti-
schem, inkompressiblem Verhalten u, =
0,5 ist, vereinfacht sich (8) zum Ausdruck
[15]

_ 1 1 1
'ut_elt 1+ &q¢

Beim Grenzibergang ¢;,, — 0 fuhrt (10)
zum Wert &, = 0,5 und bei g;, = 10 % be-
tragt die technische Poissonzahl fur Inkom-
pressibilitdt noch y, = 0,465 (Abb.4). Setzt
man (10) in die Beziehung (2) fur die wah-
re Poissonzahl ein, so zeigt sich, dass auch
diese mit wachsender Dehnung abnimmt.
Nur gerade bei Inkompressibilitdt ist sie mit
U, = 0,5konstant (Abb.4). Generell gilt:
Bei Berechnungsproblemen mit grossen

(10)
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Abb. 5: Wahre Poissonzahl von Polypropylen in Funktion der wahren Dehnung im Vergleich
von Messung und Beschreibungsansatz (Bild IWK, nach [12]).

Verformungen und Verwendung der wah-
ren Poissonzahl (2) ist deren Dehnungs-
abhéngigkeit durch Beachtung von (9) zu
bertcksichtigen. Dazu kann auch der Be-
rechnungsansatz von Dassow [12] hilfreich
sein. Mit diesem konnen gemessene Wer-
te der wahren Poissonzahl funktionalisiert
werden, und zwar zu einem sigmoidférmi-
gen Ausdruck (Abb.5) in der Form

.uw(glw) = foo — (Ueo — MO) '

& — &, & — &,
(1 4 bw eG) . exp (_ 1w eG) ()

€ — &ec €1 ~ €eg

Die Grossen u, und u,, stammen aus der
Poissonzahl-Messung, €, und ¢, sind cha-
rakteristische Werte aus dem gleichzeitig
aufgenommenen Spannungs-Dehnungs-
Diagramm. Bei Erreichen des vollplasti-
schen Zustandes mit Inkompressibilit&t
musste theoretisch u,,= 0,5 sein. Der An-
satz hat allerdings den Nachteil, dass er
die Existenz einer Streckgrenze voraussetzt
(Abb.5).

In diesem Zusammenhang von Bedeutung
ist aber auch die Tatsache, dass sich eine
anfénglich vorhandene Isotropie wegen
dem Einfluss der Dehnung auf die Pois-
sonzahl zur Orthotropie wandelt, wie man
dies bei grossen Verformungen in einer
Richtung auch in Bezug auf die Festigkei-
ten kennt. Damit wird das Querdehnungs-
verhalten in den drei Hauptebenen des
Spannungszustandes unterschiedlich, und
es gibt keine gemeinsame Poissonzahl
mehr. Doch wegen der mit grosseren Deh-
nungen zunehmenden Nichtlinearitat kon-
nen die elastizitdtstheoretischen Gesetze

der Orthotropie streng genommen nicht
angewendet werden. In der Praxis liegt der
Ausweg aus dieser Komplexitat meistens
darin, dass man dennoch naherungsweise
von isotropem Verhalten ausgeht.

Schlussbemerkung

Der sachgerechte Umgang mit der an sich
unspektakuldren Poissonzahl erfordert
grindliche Kenntnisse tber ihre Eigenhei-
ten und Uber das Querkontraktionsverhal-
ten der Werkstoffe. Dies gilt speziell bei der
Auslegung von Bauteilen, die grosseren
Verformungen unterworfen sind.

Dringend winschbar wére die Verfligbarkeit
verlgsslichen Zahlenmaterials, ansonsten
lauft jede Bemuhung um realititsnahe Be-
rechnungsresultate mittels noch so ausge-
feilter Programme letztlich ins Leere. Uber
die nach wie vor unbefriedigende Datenba-
sis kénnen auch die verschiedenen Ab-
schétzformeln nicht hinwegtduschen, auch
wenn sie als Behelf dienlich sein mogen. Es
ist an den Anwendern, ihre diesbeziiglichen
Ansprlche bei Kunststofferzeugern, Daten-
bankbetreibern, Herstellern und Ausrtistern
von Prifmaschinen usw. geltend zu ma-
chen. Einer systematischen Messung und
Dokumentation der Poissonzahl sollte im
Zeitalter der bertihrungslosen Zugprifung
z.B. mittels Videoextensometrie eigentlich
nichts im Wege stehen.
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