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Die Begriffe ,statisch bestimmt’ ,statisch unbestimmt” und , statisch Giberbestimmt” sind bekannt, aber bei ihrer Verwendung herrscht groRes Durcheinander
(im Bild: Bau mit Stahlrahmen). Foto: PantherMedia/levkro

Statische
Bestimmtheit
— alles klar?

J. Kunz

Man mochte meinen, dass die statische Bestimmtheit als Thema der Statik starrer Korper
zu keinerlei Erorterungen Anlass gibt, weil ja langst alles klar ist.
Der Blick in das neuere Schrifttum und ins Internet zeigt aber, dass dies leider nicht zutrifft.
Es erscheint daher angebracht, an die klassischen Grundlagen und die dem Thema
innewohnende Ordnung zu erinnern.
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MECHANIK Hintergrund

Klarheit der Begriffe

Es verwundert wenig, dass die stati-
sche Bestimmtheit in der zeitgenossischen
Fachliteratur keinen groflen Platz ein-
nimmt. Nachdenklich stimmt aber die Be-
obachtung, wie hdufig in deutschsprachi-
gen Fachtexten mit
verwirrenden Begriffen gearbeitet wird,
obwohl alles vor iiber hundert Jahren als
klare und logische Grundlage der techni-
schen Mechanik eingefithrt worden war
[1, 2].

Dass ,statisch bestimmt“ die eindeu-
tige Losbarkeit eines statischen Pro-
blems mit den Sitzen der Starrkorper-

unklaren und

mechanik [3] bezeichnet, ist allgemein
klar. Bei den Begriffen ,statisch unbe-
stimmt“ und ,statisch iiberbestimmt®
aber herrscht ein grofles Durcheinan-
der. So gibt es Darstellungen, in denen
die beiden Pridikate fiir die je umge-
kehrte Bedeutung verwendet werden
[4, 5]. Die Charakterisierung eines Pro-
blems als ,statisch unbestimmt ('uber-
bestimmt)“ [6, 7] ist unsinnig und
sieht aus, als ob der Leserschaft eine
Auswahl tiberlassen wiirde. Der Begriff
ystatisch unbestimmbar® anstelle von
Lstatisch unbestimmt® [8] ist fiir sich
zwar verstindlich, doch fehlt dann das
entsprechende

Pendant fiir ,statisch

iiberbestimmt“. Und wenn das her-
kommliche Gegensatzpaar ,statisch un-
bestimmt - statisch {iberbestimmt®
durch ,statisch unbestimmt - statisch
unterbestimmt® ersetzt wird [9}, ist das
allein schon in sprachlicher Hinsicht
unlogisch und wenig verstindnisfor-
dernd. Eindeutige Begriffe und ihre
einheitliche Handhabung sind aber un-
abdingbar fiir die Fachsprache, um sich
- auch iber Sprachgrenzen hinaus -
ohne Missverstindnisse verstindigen zu
konnen. Vor diesem Hintergrund sind
die nachfolgenden Darlegungen zu ver-
stehen.

Grundlage der Statik
starrer Kérper

Die Altmeister der technischen Me-
chanik haben die Begriffe der statischen
beziehungsweise Unbe-
stimmtheit aus jenen des mathemati-
schen Problems iibernommen, das bei
der Gleichgewichtsaufgabe zu Iosen ist
(Bild 1). Demnach ist die Lagerung ei-
nes ruhenden Korpers auf seiner Unter-
lage statisch bestimmt, wenn die unbe-

Bestimmtheit
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kannten statischen Grofen (Krifte und
Momente) anhand der Gleichgewichts-
bedingungen allein berechnet oder mit
den Mitteln der graphischen Statik ein-
deutig bestimmt werden konnen. Das-
selbe gilt fiir die Lagerung eines Kor-
persystems und seinen inneren Aufbau.
Weil entsprechende  Glei-
chungssystem ebenso viele linear unab-
hiangige Gleichungen wie Unbekannte
aufweist, ist es bestimmt. Notwendige
und hinreichende Bedingung ist dafiir
eine quadratische und regulire Koeffi-
zientendeterminante, die also nicht Null
sein darf [1, 10]. Uberwiegt aber die
Zahl der Unbekannten, ist das Problem
mathematisch und somit auch statisch
unbestimmt [11, 12]. Fehlende Glei-
chungen konnen in solchen Fillen unter
Verzicht auf das Idealbild des starren
Korpers anhand des Zusammenhangs
zwischen der Belastung und der Verfor-
mung aufgestellt werden. Gibt es umge-
kehrt mehr Gleichgewichtsbedingungen

dann das

als unbekannte statische Grofen, liegt
eine sowohl mathematisch als auch sta-
tisch tberbestimmte Aufgabe vor [1].
Dies gilt fiir einen einzelnen Korper
(Bild 1) wie auch fiir ein Korpersystem,
vom idealen Fachwerk aus Zug- und
Druckstiben mit momentenfreien Kno-
ten beziehungsweise Gelenken bis hin
zu allgemeinen Systemen mit ebenen
und raumlichen, untereinander verbun-
denen Elementen.

Dieser statischen Betrachtungsweise ge-
geniiber steht die geometrisch-kinematische
Sicht: Bei statisch bestimmten Korpern oder
Systemen sind sdmtliche Bewegungsfrei-
heitsgrade des Korpers beziehungsweise der

VAR

statisch bestimmt: n = 0

[,

statisch unbestimmt: n < 0

SV

statisch (iberbestimmt: n > 0

\l“l=

Bild 1. Begriffe der statischen Bestimmtheit.
Grafik: IWK

Elemente eines Systems durch die Lagerung
und die inneren Verbindungen genau ein-
mal eingeschrinkt. Das statisch bestimmte
Problem ist also gleichzeitig auch geome-
trisch bzw. kinematisch bestimmt [1], eine
Aussage, die auch als Foppls Satz bezeichnet
wird [3]. Gibt es jedoch mehr Einschrin-
kungen als erforderlich, wie das beim sta-
tisch unbestimmten Problem zutrifft, ist die
Aufgabe kinematisch iiberbestimmt. Schon
geringe Abweichungen oder Anderungen
der Idealabmessungen fithren zu Zwangs-
kriften und entsprechenden Verformungen.
Kinematisch unbestimmt ist dagegen ein
Problem, wenn weniger als die gegebenen
Freiheitsgrade eingeschrankt werden. Das
System ist beweglich, ohne jedoch zum
vornherein unbrauchbar zu sein. Dies zeigt
das Beispiel eines Turmdrehkrans. Dessen
freie Drehbarkeit um die vertikale Achse bei
Betriebsruhe ist wesentlich, um das Schwen-
ken in die Windrichtung zu ermdglichen.
Die Aussage, ein solches bewegliches System
sei labil [9], ist daher unzutreffend oder zu-
mindest ungenau, weil ja das Gleichgewicht
auch indifferent sein kann.

Die hier dargestellte Unterscheidung
zwischen der statischen Aufgabe der Krifte-
bestimmung und der geometrischen Aufga-
be der eindeutigen, zwangsfreien Lagerung
und Montage der Korper ist damit eine
wichtige Voraussetzung fiir klare und un-
missverstindliche Begriffe (Tabelle 1).

Ermittlung der statischen
Bestimmtheit

Statische Bestimmtheit verlangt, wie er-
wihnt, als notwendige und hinreichende
Bedingung eine regulire quadratische Koef-
fizientendeterminante. Deren Aufstellung
kann bei Korpersystemen, die aus einer
grofleren Anzahl von Elementen bestehen,
zu einer recht umfangreichen Aufgabe wer-
den. Deshalb bedient man sich in der Praxis
verbreitet einfacherer Vorgehensweisen.

Bei unkomplizierteren Fillen ist oft
rasch erkennbar, ob ein Problem statisch
bestimmt ist oder nicht. Ist es statisch un-
bestimmt, gilt es festzustellen, wie viele
Bedingungen zusitzlich zu den Gleichge-
wichtsbedingungen erforderlich sind, um
die Berechnungsaufgabe l6sen zu kénnen.
Eine Moglichkeit besteht darin, die vorlie-
gende Situation anhand von mathemati-
schen Beziehungen zu analysieren, die
sich aus den Gesetzmiafigkeiten der stati-
schen oder der geometrisch-kinemati-
schen Zusammenhinge ableiten lassen.
Auch wenn die Bedeutung solcher Ab-
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Tabelle 1. Begriffe der statischen Bestimmtheit nach der klassischen Literatur [1-3].

gleichviel unbekannte Krafte wie
Gleichgewichtsbedingungen

mehr unbekannte Kréfte als G
u i
Gleichgewichtsbedingungen

weniger unbekannte Krafte als

. ) . Gberbestimmt
Gleichgewichtsbedingungen

zéhlformeln nicht iiberbewertet werden
darf; konnen sie ein notwendiges, jedoch
nicht hinreichendes Indiz fiir die statische
Bestimmtheit eines Korpers oder eines
Systems liefern.

Bei geeigneter Aufstellung erlauben
diese Formeln die Charakterisierung der
statischen Aufgabe mittels einer Kenn-
zahl, die mitunter als ,Grad der stati-
schen Unbestimmtheit” bezeichnet wird
[13, 14]. Begrifflich allgemeiner ist es
jedoch, vom ,Grad der statischen Be-
stimmtheit zu sprechen, um auch
statisch tiberbestimmte Probleme mitzu-
erfassen. Diese Kennzahl driickt also aus,
ob eine Aufgabe statisch bestimmt sein
kann oder wie vielfach statisch unbe-
stimmt oder {berbestimmt sie ist. Bei
statisch unbestimmten Problemstellungen
gibt sie die Anzahl von Gleichungen zwi-
schen Belastungen und Verformungen
an, die zur Losung der statischen Aufga-
be zusitzlich zu den Gleichgewichtsbe-
dingungen erforderlich sind. Bei statisch

iiberbestimmten Problemen entspricht

Tabelle 2. Symbole und ihre Bedeutung.

bestimmt, sofern
Koeffizientendeterminante # 0

bestimmt
tberbestimmt

unbestimmt

der Grad der statischen Bestimmtheit der
Anzahl noch freier bzw. nicht einge-
schriankter Freiheitsgrade.

Grad der statischen
Bestimmtheit

Der Grad der statischen Bestimmtheit,
hier mit dem Symbol n bezeichnet (Tabel-
le 2), ergibt sich im einfachen Fall eines
einzelnen starren Korpers aus der Diffe-
renz des uneingeschrinkten Freiheitsgra-
des f und der Anzahl r konstruktionsseitig
eingeschriankter Freiheitsgrade gemaf}
n=f-r (1)
In dieser kinematischen Uberlegung gilt
bei ebenen Problemen f= 3, bei raumli-
chen f = 6, und r entspricht der Summe al-
ler Lagerwertigkeiten. Beziehung (1) lie-
fert bei statischer Bestimmtheit n = 0; bei
statisch unbestimmten Problemen ist n < 0,
bei statisch iiberbestimmten Problemen
n > 0. Das negative Vorzeichen bei statisch
unbestimmten Problemen ergibt sich aus

f Freiheitsgrad eines Korpers in der Ebene (3) bzw. im Raum (6)

zusatzliche Freiheitsgrade durch integrierte Gelenke: 1 in der Ebene bzw. im Raum je nach

& Gelenkart 1 oder 2

k Anzahl Knoten

n Grad der statischen Bestimmtheit

n, Grad der duBeren statischen Bestimmtheit

n; Grad der inneren statischen Bestimmtheit

q Anzahl der an einem Knoten angebundenen Stabe

, Anzahl der durch die Lager eingeschrankten Freiheitsgrade; auch Anzahl der Lagerreaktionen
(Krafte und Momente) bzw. Summe der Lagerwertigkeiten

s Anzahl Stabe bzw. Scheiben inkl. Stabaquivalente

51 Anzahl einseitig angebundener Stabe

52 Anzahl beidseitig angebundener Stabe

v Anzahl der durch die £ Knoten innerlich eingeschréankten Freiheitsgrade
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dem Manko an Gleichgewichtsbedingun-
gen. In manchen Werken werden die Vor-
zeichen umgekehrt gehandhabt [15], was
einer Multiplikation des Ausdrucks (1)
mit -1 gleichkommt. Aus statischer Sicht
stellt f in (1) die Anzahl verfiigbarer
Gleichgewichtsbedingungen dar, und r ist
die Summe aller Lagerwertigkeiten.

Im statischen Ansatz, der sich an der
Darstellung von Féppl [1] orientiert, ent-
spricht der Grad der statischen Bestimmt-
heit der Differenz zwischen der Anzahl
Gleichgewichtsbedingungen und der Zahl
unbekannter statischer Groflen. Bei kno-
tenbezogener Betrachtungsweise ist das
Kriftegleichgewicht an den k Knoten
durch die Komponentenbedingungen ge-
geben, also 2 bei ebenen und 3 bei rdaum-
lichen Problemen. Unbekannte sind die s
Stabkrifte und die r Lagerreaktionen. Das
ergibt fiir ebene Probleme

n=2-k-s-r (2)
und fiir riumliche Probleme
n=3-k-s-r (3)

Wird vom Gleichgewicht der s Stibe aus-
gegangen, sind pro Stab bei ebenen Pro-
blemen 3 und bei rdumlichen Problemen
6 Gleichgewichtsbedingungen zu erfiillen
oder 5, wenn die Rotation der Stibe um
die eigene Achse entfillt. Die Unbekann-
ten sind dann nebst den r Lagerreaktio-
nen die v Verbindungskrifte, zu denen je-
der der i Knoten, der ¢; Stibe gelenkig
miteinander verbindet, ;=2 (q;- 1)
beisteuert. Somit gilt fiir ebene Probleme

n=3-s-v-r (4)
und fiir rdumliche Probleme
n=5-s-v-r (5)

Selbstverstiandlich sind die unterschiedli-
chen Abzihlformeln gleichwertig und
stimmen in ihren Ergebnissen iiberein.
Kinematisch betrachtet [3], geht die
statische Bestimmtheit eines Systems aus
dem Vergleich des Gesamt-Freiheitsgra-
des mit den durch die Auflager und die
Verkniipfungen der Elemente insgesamt
eingeschriankten Freiheitsgraden hervor.
Knotenbezogen bedeuten dann 2 - k be-
ziehungsweise 3 - k in (2) und (3) den
gegebenen Freiheitsgrad des Systems,
der durch die s Stibe und die r Lager-
wertigkeiten  eingeschrinkt  werden.
Stabbezogen ist in (4) und (5) der Ge-
samt-Freiheitsgrad durch die 3 bzw. 5
Freiheitsgrade gegeben, die jeder der s
Stibe hat. Dieser wird durch die Knoten
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bzw. Gelenke um insgesamt v Transla-
tionen eingeschrinkt.

Weil fiir statische Bestimmtheit das
Ergebnis n = 0 zwar notwendig ist, aber
nicht hinreichend, ist der Aufbau des be-
trachteten Systems noch daraufhin zu
iberpriifen, ob nicht ein Grenz- oder
Spezialfall vorliegt [3], der es unbrauch-
bar macht [16]. Das sollte in der Regel
mit technischem Sachverstand moglich
sein.

AuRere und innere statische
Bestimmtheit

Dass bei Korpersystemen die separate
Betrachtung der dufleren und der inneren
statischen Bestimmtheit n, oder n; und ih-
re Uberlagerung

n=n,+n (6)

oftmals hilfreich sein kann [15], wird in
der Fachliteratur erstaunlicherweise selten
angesprochen.

Die duflere statische Bestimmtheit ei-
nes Korpersystems ergibt sich, wenn es
mit dem Erstarrungsprinzip als in sich
unbeweglich gedacht wird, d.h. wie einen
Einzelkorper. Dann gilt mit (1)
na=f-r (7)
Innerlich statisch bestimmt ist ein System,
wenn es in sich selbst und ohne duflere
Lagerung ein zwangsfrei aufbaubares, sta-
biles Ganzes bildet. Aus den Beziehungen
(2) bis (5) erhilt man den Grad der in-
neren statischen Bestimmtheit n;, indem
das System als duflerlich statisch bestimmt
angenommen wird, also durch Einsetzen
von r = 3 bei ebenen und r = 6 bei rdum-
lichen Problemen. Folglich wird fiir ebene
Probleme

n=2-k-s-3 (8)
bzw.
n=3-5s-v-3=3"(s-1)-v (9)

sowie fiir riumliche Probleme

n=3k-s5s-6 (10)
bzw.
n=5-s5s-v-6 (11)

Am Beispiel des Dreigelenkbogens zeigt
sich: Ohne Zugband ist er mit n, = - 1
und n; = 1 statisch bestimmt (Bild 2).
Mit einem Zugband wird er innerlich sta-
tisch bestimmt, und mit einem Loslager
anstelle eines Festlagers bleibt er es auch
insgesamt.
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3

na=-1;,n=1=n=0

?

n,=0,ni=0=>n=0

Z

ny=-1,n=0=n=-1

Bild 2. Statische Bestimmtheit des Dreigelenk-
bogens ohne und mit Zugband. Grafik: IWK

Stab (Zug, Druck):
o———o0

Scheiben, Biegestabe:

A% 2% O

3 Knoten:
Stabéquivalent 3

4 Knoten:
Stabéaquivalent 5

Bild 3. Scheiben und Biegestédbe mit ihren Sta-
béquivalenten fiir ebene Probleme. Grafik: IWK

Weitere Maglichkeiten

Wenig bekannt ist, dass die Beziehungen
(2) bis (5) sowie (8) bis (11) nicht nur
auf ideale Fachwerke anwendbar sind. Ent-
hilt das System auch Biegestibe und/oder
Scheiben, so konnen diese beim knotenbe-
zogenen Ansatz (2) und (3) durch entspre-
chende Stabiquivalente miterfasst werden
(Bild 3), was dem 1. Bildungsgesetz der
Fachwerktheorie gleichkommt [1]. Analog
konnen dreidimensionale Elemente des Sys-
tems durch Zug- und Druckstibe dargestellt
werden. Damit sind auch Lastangriffspunkte
auflerhalb der Knoten des Systems moglich

(Bild 4). Weiter lassen sich auch bewegli-
che Stibe beriicksichtigen, die nur einseitig
angebunden sind, indem deren Anzahl s,
von jener s, der beidseitig angebundenen
Stibe abgezogen wird gemifl s=-7, - 5.
Zwei durch einen Knoten verbundene Stibe
sind mit s; =2, s, =0 und k = 1 nach (8)
m=2-1-(0-2)-3=1
einfach statisch iiberbestimmt bzw. einfach

entsprechend

kinematisch unbestimmt, wie dies bei der
inneren statischen Bestimmtheit des Zwei-
gelenkbogens zutrifft (Bild 2a).

Bei der stabbezogenen Betrachtung
(4) und (5) werden Biegestibe und
Scheiben wie Zug- und Druckstibe wegen
derselben Anzahl Freiheitsgrade je nur
einfach gezihlt, und einseitig angebunde-
ne Stibe gelten gleichviel wie die beidsei-
tig angebundenen, also s = s, + 5. Dreidi-
mensionale  Korper in  rdumlichen
Problemen verlangen in (5) den Gesamt-
Freiheitsgrad 6 - s anstelle von 5 - s.

Einfachere Korpersysteme, die Gelenke
enthalten und deswegen innerlich statisch
tiberbestimmt sind, kénnen mit der um
die Summe g aller Gelenkfunktionen er-
weiterten Beziehung (1)

n=f+g-r (12)

auf statische Bestimmtheit untersucht wer-
den. Jedes Gelenk bewirkt entsprechend sei-
ner Funktion eine Erh6hung des System-
Freiheitsgrades um g = ¢, - 1 (Tabelle 3).
Das Gelenk unterscheidet sich vom Knoten
dadurch, dass bei Wegfall der dufleren Lage-
rung eine gewisse Beweglichkeit innerhalb
des Systems besteht. Dies kann exempla-
risch am Dreigelenkbogen (Bild 2a) oder
am Gerbertriger tiberpriift werden. Dieselbe

Knotenbezogenes Gleichgewicht:

(7 (1)

n=2-k—-s—-r=2-6-(4-17+5)-3=0

Stabbezogenes Gleichgewicht:

n=3-s-v-r=3-5-(4-2+4)-3=0

Bild 4. Statische Bestimmtheit eines Kérpersys-
tems mit Biegestab und Lastangriff auRerhalb
von System-Knoten. Grafik: IWK

KONSTRUKTION BD. 76 (2024) NR. 06-07



Hintergrund MECHANIK

Tabelle 3. Kinematische Wertigkeiten von Gelenken mit der Stabzahl ¢;: je Gelenk zusétzlich
eingeschréankte Freiheitsgrade.

von Interesse wire. Sie beschrinken sich auf
die Darlegung der Terminologie der stati-

Gelenkwertlgke

eben
2 (g

schen Bestimmtheit vor ihrem sachlogischen
Hintergrund aus Statik, Kinematik und Ma-
thematik. Dies in der Uberzeugung, dass ih-
re korrekte Handhabung in der Fachsprache
ein wichtiges Anliegen im Hinblick auf die
Verstandigung innerhalb der Fachwelt ist
und vor allem jenen obliegt, die berufen

Gelenk, Knoten

sind, Wissen weiterzugeben, sei es als Leh-
rende oder als Autoren. [ |
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Bild 5. Bestimmung der statischen Bestimmtheit eines Systems durch Abzéhlen der Wertigkeiten vir-

tuell eingefligter Gelenke Grafik: IWK
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